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Kapittel 2. Sannsynlighet [2.3-2.5]

TMA4240 Statistikk (F2 og E7)

2.3, 2.4, 2.5: Kombinatorikk og sannsynlighet [18.august 2004]

Ole.Petter.Lodoen@math.ntnu.no — p.1/20
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Produktregel for valgprosess
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TEO 2.1 Produktregel: Hvis en operasjon kan utfgres pa n1 mater, og for hver av disse en
annen operasjon kan utfgres pa no mater, sa kan de to operasjonene utfares pa n1mno
mater.

TEO 2.2 Den generaliserte produktregel: En valgprosess har & trinn. | det ferste trinnet er det
n1 valgmuligheter, i det andre trinnet er det no muligheter, ..., i det siste trinnet er et n g
muligheter. Da er det tilsammen nins ... ng valgmuligheter.
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Kombinatorikk

» Pa hvor mange mater kan man trekke r elementer
fra n nar trekningen skjer med/uten
tilbakelegging nar ordningen betyr/ikke betyr
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noe?
ordnet | ikke-ordnet
med tilbakelegg. ? Ikke pensum
uten tilbakelegg. ? ?
Per mutag oner

DEF 2.7 Permutagon: En permutasjon er en
ordning av alle, eller en delmengde av alle
elementer.

TEO 2.3: n elementer kan ordnes i rekkefglge pa n!
=n-(n—1)---2-1mater.

TEO 2.5: n elementer kan ordnes i rekkefglge i en
sirkel pa (n — 1)!=(n—1)---2- 1 mater.
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Ordnede utvalg

MED tilbakelegging: Fra en mengde med n
elementer kan vilage n - n---n = n" ordnede
utvalg pa r elementer nar utvelgingen skjer med
tilbakelegging.

UTEN tilbakelegging, TEO 2.4: Fra en mengde
med n elementer kan vi lage
n-m—1)-n—-2)---n—r+1)=, b,
ordnede utvalg pa r elementer na utvelgingen
skjer uten tilbakelegging.
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|kke-ordnede utvalg

TEO 2.8 Uordnet utvalg uten tilbakelegging: Fra
en mengde med n elementer kan vi lage

(") = 4%~ =, C, uordnede utvalg pa r

r rl(n—r)!
elementer nar utvelgingen skjer uten
tilbakelegging.
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w Binomisk koeffisient og

=l Pascals trekant
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- » Binomisk koeffisient: (") = T

w |kke-ordnedeutvalgi r celler

W_ o Generalisering av ikke-ordnede utvalg 1 2 celler
- (de r vi har valgt og de (n — ) vi ikke har valgt).

TEO 2.7: Vi kan dele en mengde med »n elementer
inn 1 r celler med n; elementer i farste celle, ns

elemeter i andre celle, ..., 0g n, elementer i rte

celle,pd (" ) =—_"_— mater, der
n1,M2,...,T N1 Mt Ty!

n=mny+nNg+ -+ Ny

TEO 2.6: Antall ordninger av n objekter, der n; er av
type 1, no er av type 2, ... 0g ny er av type k, er
i (Sier det samme som TEO 2.7).

gl

Multinomisk koeffisient: (" )

ni,na,...,N
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Oppsummering kombinatorikk

» Pa hvor mange mater kan man trekke r elementer
fra n nar trekningen skjer med/uten
tilbakelegging nar ordningen betyr/ikke betyr

noe?
ordnet Ikke-ordnet
med tilbakelegg. n" Ikke pensum
i nl A:v - n! _
uten tilbakelegg. oo =0 P | (V) = s = C.
Kombinatorikk
n! = 1-2-..ner antall mater 4 permutere (ordne) n elementer.
nPro= B W_l. =n-(n—1)---(n—7+1) er antall ordnede utvalg nér r elementer
velges v._&: n uten tilbakelegging.
(7) = I ?:M mT :W_w = ,C, er antall ikke-ordnede utvalg nir r elementer velges

blant n uten tilbakelegging.

32
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Eksamen november 2001, 1a

® | denne oppgaven skal vi analysere to forskjellige aspekter ved lottotipping.

® | lotto spiller en deltager en enkeltrekke ved & velge 7 av 34 tall. Det er ogsa tillatt &
spille system. Nar en deltager spiller system velger deltageren ut m av 34 tall, hvor m
betegner antall tall i systemet. Nar en deltager spiller et system av starrelse m, vil antall
enkeltrekker som spilles veere lik antall mulige kombinasjoner av 7 tall blant de m tallene
I systemet.
1. Hvor mange enkeltrekker spilles i et system som inneholder 8 tall?
2. Hvor mange enkeltrekker spilles i et system som inneholder m tall?
3. Nar en leverer inn en lottokupong, ma en betale kr 3,- per enkeltrekke som spilles.
Hvor mye koster det a levere inn et system med 12 tall? (Dette er det starste
systemet som er tillatt av Norsk Tipping.)
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2.4 Sannsynlighet for hendelse

§P
DEF 2.8 (modifisert) Et sannsynlighetsmal, P, pa et
utfallsrom, S, er en reell funksjon definert pa
hendelser i S, slik at

s 0<PA <1, AeS
s P(S)=1
s P0)=0
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2.4 Sannsynlighet for hendelse

TEOREM 2.9 Huvis resultatet av et eksperiment er
ett av NV like sannsynlige utfall (uniform
sannsynlighetsmodell), og hvis ngyaktig »n av
disse gir hendelsen A, sa er sannsynligheten til A

n  antall gunstige utfall for A
N antall mulige utfall

P(A) =
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2.4 Sannsynlighet for hendelse

» Kast to terninger

Farste terning
1 2 3 4 5 6

51 52 53 54 55 56
61 62 63 64 65 66

1111 12 13 14 15 16

2121 22 23 24 25 26
Andre 3| 31 32 33 34 35 36
teening 4 | 41 42 43 44 45 46

5

6

$ Merk av i tabellen over og fi nn sannsynligheten for felgende hendel ser:
1. A: samme antall gyne for begge terninger
2. B:sumantal gyne > 10
3. C: minst en sekser
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Alternativt om sannsynlighet

® Sannsynlighet kan veere en subjektiv betraktning.
® Sannsynligheten for at RBK vinner serien i 2004.
® Sannsynligheten for at du star til eksamen i TMA4240.

® Relativ frekvens konvergerer mot sannsynlighet

® Chevalier de Mere’s problem: er det mer sannsynlig a fa
1. , eller
2. minst en dobbel-sekser i 24 kast med to terninger?

® de Mere mente (fra empiriske data) at 1) var stgrre enn 2).

WHAT'S LIKBLIER:.
ROLLING AT LERST ONE .
51X 1N FOUR THROWS OF
_ A SINGLE DIG, OR -
ﬂ ROLLING AT LEAST ONE

POUBLE $IX M 24
THROWS OF b PAIR OF
PlcE?

TMA4240 (F2 og E7): 2.3-2.5 - p.14/20




02/91°d - G°2-€°Z :(23 6o z4) OvZrVINL

Heweb ey

b ey

wewalb ey

oo oog oot 24

oo

o oo oor o

oooL

Relaty fehvee

040 043 0N 033 0

Relxiv tekves

040 045 050 053 060
A

yowa Fy

Heeb ey

sl ey

oe ooe oot o

oool

oo oog ot £

ool

ooe oo oor ooe

ool

Relaliv fehvens

040 043 030 053 080
L L L L 1

—— —_

Relativ tebvens

040 043 050 055 DA0
| | 1 I 1

Relativ ebvens

040 043 050 055 0A0
L L ! | |

ewE ey

e ey

wealb ey

ooe oom oot oz

ool

ooe ooe oot e

oooL

Rebfy tekvens

040 043 03 03 0
—

RAebiv tebvers

04D 045 050 053 0.

Aebiy ek

040 045 0.5 055 0.0

i

3 B NP

Mundireis ayin

0z/5T°d - 6°2-€°Z :(23 6o z24) OvervVINL

ejualb ey

000S

0000T

000ST

00002

00052

0000€

0.40

0.45

Relativ frekvens

0.50
|

0.55

0.60

JeBuUB} 0} PALU 1583 72 | BSHEs-Pagop U SUIW @

&

=W=YN=]o

SUBAYR 1) AlTeP




C)
Z
—
Z
-

2.5 Addigonsregler

TEO 2.11: Hvis A, B og C er tre hendelser, sa er

P(AuUBUC)=P(A)+ P(B)+ P(C)
—P(ANB)—-P(ANnC)—-P(BNQO)
+P(ANBNC)

D

3 Noen resultater og definisjoner

Addisjonssetningen

n

P(AU...UA,) = )= Y P(ANA)+ > P(AinA;NA) -

i=1 i< i<j<k

(=)™ P(A N ... N Ap).
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Digunkte hendelser

TEO 2.10: Hvis A og B er to hendelser, sa er
P(AUB) = P(A)+ P(B) — P(AN B)
Korrolar 1: Hvis A og B er disjunkte er
P(AUB) =P(A)+ P(B)
Korrolar 2: Hvis A1, As, As, ..., A, er disjunkte hendelser, sa er

wA\: C\wwc...C\wsvH
P(Ay) + P(As) + -+ P(An)
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Partigon av utfallsrommet

Korrolar 3: Hvis Ay, As, As, ..., A, eren partisjon av utfallsrommet S, da er

P(AiUAU---UA,) =
P(A1)+ P(A2)+---+ P(Ap)=P(5) =1

TEO 2.12: Hvis A og A’ er komplementare hendelser, sa er

P(A) + P(A') =1
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2.5 Addigonsregler

® Fortsettelse: kast to terninger

Farste terning
1 2 3 4 5 6

51 52 53 54 55 56
61 62 63 64 65 66

111 12 13 14 15 16

2 121 22 23 24 25 26
Andre 3|31 32 33 34 35 36
tening 4 | 41 42 43 44 45 46

5

6

® Folgende hendelser er defi nert:
® A: sammeantall gyne for begge terninger, P(A) =
® B:sumantal gyne> 10, P(B) = ¢
® C:minstensekser, P(C) = 5%

1
6

® Finn sannsynligheten for
$ AU B :sammeantal gyne og/eller sum > 10
$ AU BUC :sammeantall gyne og/eller sum > 10 og/eller minst en sekser.
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